Mathematische Mittheilungen : I. Ableitung der allgemeinen Form der Kungelfunctionen / von Dr. Richard Dedekind by Dedekind, Richard
v.c. 
1593 
:1.Ex.] 
lf,. IS'a 
!, , ) 
. ' 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063696
.· 
·::0-
·--
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063696
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063696
Mathematische Mittlleilungen 
von 
Dr. Rlchard Dedeldnd. 
I. Ableitung der allgemeinen Form der Xugelfunctionen. 
t. 
Dieses Problem ist auf verschiedene Arten von 
Laplace, Jacobi, Dirichlet behandelt; im Folgenden 
soll ~el~m'ent~rer Weg eingeschlagen werde1i. 
w1· ~~~'>~On' -hstphender Definition aus: "Unter 
ei~.!littgcJfgri.~.tiQO: ~riDrdnung wird jede ganze ra-
tio._t!~~~tßiJ- ,Ji ~er,;;drei Kugelcoordinaten 
~>. :C-·-... COB ~,....,llfi 6 COB (/1, sin 6 Bin (/1 ' 
...,..,.,,. >W 
verstanden, welche der partiellen Differentialgleichung 
. d ( dY) t tPY 
II (n + t) sm e. Y + d8. ,sin 6 d9 + sin 9 d({l'l = o (I) 
. " , 
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Genüge leistet." Bekanntlich ist dann sowohl v = Q"Y, 
als auch v = (I", .. + 1> Y eine Lösung der Differentmi-
gleichung 
. "" d ( ~ dv) d ( . "" dv ) + 1 d2 v ( II) 
ltR "" • d(l (J d(J + deJ Bin ° deJ sin e dcp2 = O ' 
oder, als Function der drei rechtwinkligen Parallel-
coordinaten s = (} cos @, rJ = Q sin@ cos rp, t =:=(I sin @ sin rp 
angesehen , eine Lösung der Gleichung 
d2v d2v d2v 
d62 + d'72 + d{;'l = 0 . (lll) 
Wir wollen indessen lediglich die Gleichung (I) un-
serer Untersuchung zu Grunde legen. 
2. 
Da Y eine ganze rationale Function von cos @, 
sin @ cos rp , sin @ sin rp, also eine Summe von Glie-
dern <der Form 
Const • co1 t:l'&in t:J + 'Y cos rtflsin ql 
sein soll, worin a, ~, ,.. ganze positive Zahlen oder 
Null sind, eine solche Function aber in Folge der 
Identität 
· cos 92 + (1in 8 cos cp)ll + (•in 8 1in cp)2 == t 
auf unendlich viele verschiedene Arten umgeformt 
werden kann , ohne diesen Charakter zu verlieren, 
so ist es zweckmässig, zunächst eine Normalform 
festzusetzen , in welche jede solche Function stets , 
und auch nur auf eine einzige Weise, gebracht wer-
den kann , und welche umgekehrt auch keine andern 
als solche Functionen enthält. 
Zu einer solchen Darstellungsform gelangen wir 
leicht durch die folgende Bemerkung. Aus den For-
meln für die Umwandlung der Prodticte 2 sina sin b, 
2 .cosa cos b, 2 sina cos b in eine Summe zweier Cosi-
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nus_ oder Sinus ergiebt sieb bekanntlich , dass man 
stets , je nachdem " gerade oder ungerade ist, 
cosrlBinrpY=acos (IJ +y)cp+a1 cos(ß+y-2)cp+a~ cos(ß+y-4)cp + ... 
oder 
coscp(JsincpY= bsin(ß+y)cp+bt ~in (ß+r-2)cp + b2 sin(ß+ y-4) rp + .. . 
setzen kann, worin a, a1 , az, . ... und b, b1 , bz .. . 
bestimmte Zahleoefficienten bedeuten. Da nun ferner 
sint/+Y= (t- cos82)sinefl + y- ~ ..... (1- cos fP)2 sinefl+r- 4= ... 
ist, so leuchtet ein, dass man jedes einzelne Glied 
einer rationalen ganzen Function von cos @, san @ cos rp, 
sin @ sin rp, und folglich auch die ganze Function 
selbst in die Form 
.=.t 
~ (y, cos rcp + :, lin lcp} sin fY' (t) 
bringen kann , wo y, und z, rationale ganze Func&io.-
nen von cos 8 sind, und k den grössten W erth von 
fj + " bedeutet. 
Dasa eine rationale ganze Function von co• 8, 
sin @ cos rp' sin @ sin rp nur auf eine einzige weise m 
diese Form gebracht werden kann, d. h. dass zwei 
solche Summen von der vorstehenden Form (1) nur 
dann identisch sein können, wenn die einzelnen Glie-
der, also auch die Fundionen 11. , z, der eineq. Summe 
mit den entsprechenden der andern Summe identisch 
sind , .ist bekannt und lässt sich am kürzesten durch 
Multiplioa,lon mit cos 'fP • drp, oder mit~ srp • drp und 
Integration zwischen den Grenzen o und 2._ beweisen. 
DPst endlich umgekehrt jede ~Jofcbe Summe von 
der Form (1} au4)h eine gen~e rettionaJe FunotiQn 
von c_o1 @, sin 6 cQß cp, 1in @ sin fJ i~h folgt unmittel-
bar aus dem lUoivre'soben Sotw:e 
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SW 8' COI lcp + i sin 8" rin lcp = (sin 8 COS cp + i lifl 8 Ii~ cp)', 
worin i = r -1 ist. 
Also ist die Form (1) eine solche oben verlangte 
Normalform. 
3. 
Wir haben jetzt die allgemeinste Form der. ra-
tionalen- ganzen Functionen y, , z, von c~s 8 zu su-
chen, für welche der Ausdruck (1) eine Kogelfunction 
nt•r Ordnung wird, d. h. der Ditferlmtialgleichung {I) 
genügt. Bezeichnen wir zur Abkürzung cos 8, so 
weit diese Grösse in den Functionen y, , z. vorkommt, 
mit x, so dass also da: = - sin @) • dB, und unterwer-
fen wir den Ausdruck (1) der Differentialgleichung (1), 
so erhalten wir . (da nach dem Vorhergehenden der 
Coefficient von cos scp, so wie der von sin scp in der 
entstehendEm Gleichung für sich = 0 sein muss) das 
ResuJtat, dass· die beiden rationalen ·ganzen Functio-
nen y,, z, von x = cos 8 Lösupgen der linearen Dif-
ferentialgleichun·g !'"" ~rdnung · · -
. . ~" [n (n + t)- 1 (1 + t)]"- I! (s + t) fiJ d/JJ + (1-- mZ) ~=0 (sJ 
sein müssen! .. Und ~mgekehrt .leuchtet e~_, d~ss dann 
der Ausdruck {1) eine K~gelfun~tion nt.•r Or~ung 
sein wird. 
Diese Differentialgleichung {s] wollen wir nun 
untersuchen, dabei aber auch die Fälle betrachten , 
in welchen s eine negative ganze Zahl ist, wäh-
rend wir n stets als ganze positive Zahl oder Null 
voraussetzen·. Durch Differentiation der Gleichung [s] 
erhalten wir 
du d2 u d3 u [n (n + t)- (s + t)(s + 2)] dx -2(s+2)x dx~ +(~- x2) d;l """0, 
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woraus unmittelbar der Satz folgt : Genügt u der 
Gleichung [ s] , so genügt :: der Gleichung [., + 1] , 
und folglich ~; der Gleichung [s + r], wenn r eine 
beliebige ganze positive Zahl bedeutet. 
·Nun finden wir aber für s = - (n + 1), dass das 
allgemeine· Integral der Gleichung 
du dlu 
2rw da: + (t - a:2) da:Z = 0 [- (n + t)) 
die Function 
cf(a:2-' t)" da: + c1 
ist, folglich ist nach dem eben bewiesenen Satze 
dn + s(a;2 1)" 
c - = cD 0 + 8 (a;2- 1)" da:n+s 
eine Lösung der Gleichung [s], und zwar ist diese 
Lösung eine ganze rationale Function von x. Sie 
gilt für alle ganzen Zahlwerthe von s zwischen - n 
und+ n. 
Jetzt soll noch bewiesen werden , dass für alle 
ganzen Zahlwerthe von s zwischen o und + n · jede 
rationale ganze Auflösung der Gleichung [s] in der 
eben gefundenen Form enthalten ist. Denn, wenn y 
und :& irgend zwei von Null verschiedene Lösungen 
der Gleichung [s] sind, also 
. dy d2y [n (n+ 1)- 1(1 + 1)] y- 2 (s + 1) a: da: + (1 - a;2) da:Z = 0 
dz d2z [n(n+ 1)- s(s + 1)) z - 2 (s + t) .v da: + (1 - a;2) ,fiii;i = 0 
ist , so folgt hieraus unmittelbar 
J dy dz 1 j d2y d2 .q · 0 
- 2 (1 + 1) a: \ z da: - y da: f + (t - a;2) \ z d:e2 - II p f :::: • 
und da 
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d'ly d'lz d j dy dz} 
z da;2 - y da;2 = da; l z da; - y da; 
ist , so erhält man durch Integration 
dy dz • Consl 
z da;- y da; = (a;2- 1) 8 + 1 
Sind nun y ·und z ganze rationale Functionen von x, 
und ist s eine der Zahlen 0, 1 , 2, .. n, so kann 
diese Gleichung nur bestehen , wenn Const = 0 ist ; 
daraus folgt · · · 
dy dz 
:da;= y da;'::= Co111t. y, 
was zu beweisen war. 
Da auf diese Weise die allgemeinste Form der 
Functionen y,, z. für ein positives s < n gefunden 
ist, so fragt sich nur noch, ob auch für s ·> n ganze 
rationale Lösungen der Gleichung [s) existiren. Nimmt 
man an, dass r der Grad einer solchen Lösung sei , 
so erhält man unmittelbar durch Einsetzen in die Dif-
ferentialgleichung [ s] und Vergleichung der Coefficien-
ten von xr die Gleichung 
r1 (n + 1)- 8 (8 + t)- 2 (8 + t) r.- r (r - 1) = 0 
oder 
n (n + 1) - (r + 1)(r + 1 + 1) = 0, 
woraus 
r + 11 = n oder :!::: - (n + 1) 
folgt. Ist daher s > n, so würde in beiden FäHen r 
negativ ausfallen; also existirt keine solche Lösung. 
Auf diese Weise haben wir als die allgemeinste 
Form einer Kugelfunction n , •• Ordnung 
'"'n 
Y = ,'l1 (a, CO/I 8(/i + ßo Bin lrp) Dn + 8(a;'l- 1)" • 8i1l 9" 
· gefunden, in welcher "· , ß. ganz willkürliche Con-
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stauten bedeuten, deren Anzahl = 2n + l ist l und 
wo x = cos 8 ist. 
4. 
Obgleich im Vorhergehenden die ursprüngliche 
Aufgabe ihre vollständige Lösung erhalten hat, . so 
wird es doch nicht unang·emessen sein, die schönen 
Sätze von Jacobi und Andern aus derselben QueUe, 
aus der Differentialgleichung [ s] abzuleiten. · 
Ist s eine ganze Zahl zwischen o und + n , so 
folgt aus dem vorigen Artikel, dass 
vn-s(x2-t)" 
eine Lösung der Diferentialgleichung [- s] ist; diese 
ganze Function ist offenbar theilbar durch ( x2 -I)' ; 
setzen wir daher 
D 0 - 8 (,i7 - t)" == (xi- 1)1 w 
und suchen wir die ganze Function w zu bestimmen. 
Se~zen wir, ganz abgesehen von der dem w bei-
gelegten speciellen Bedeutung, den Ausdruck (xl -1)" ~ 
in die Differentialgleichung [- 8] ein , so ergiebt sich, 
dass w der Gleichung [ s] genügen muss , woraus der 
allgemeine Satz folgt: Wenn w der Differential-
gleichung [s] genügt, so genügt (x2-1)'w _der 
Differential~leichung [- s], und umgekehrt. 
Dies auf unsern Fall angewendet (in welchem 
0 < 8 < + n) giebt das Resultat, dass die ganze 
Function 
sein muss. 
Setzt man dies in die vorige Gleichung ein , so 
erhält man durch Vergleichung der Coefficienten von 
xn + 11 auf beiden Seiten , den Satz von Ja c ob i : 
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ll(n- .r) 
·nn- S(a:2 _ f)n = -- (a:2 _ 1)" ßn + S(a:2 _ t)" ll(n+s) ' 
der zwar nur für 0 ~ s s; n bewiesen ist, dessen 
Richtigkeit aber unmittelbar auf das ganze Intervall 
- n < s ~ + n übertragen werden kann. 
Durch wiederholte theiJweise Integration findet 
man leicht, dass 
.. f+l . 
= (- t)m (x2- 1)01 Dn +m(x2- 1)11 • dx. 
-1 
Hieraus folgt unmittelbar 
+ 1 •" ' 
{" JY'' (x2"- 1 )"' D" (x2 - 1 )" da: = .o . J~l . 
wenn m > n, und . folglich aueh., da ·die linke Seite 
symme,risch ·in Bezug auf m und n is,, wenn m < n. 
Ist aber m = n , so folgt 
rr;.~(.x2- t)n]Z da:= ll(2n). '0 ~ a:2)" dx; J~ 1 J~ 1 
da nun j{t-:- a:2)" d4t = a: ~~ ~ x?' + 2n 2: 1 J(t - a:2)n- .1dx' 
so ist 
(1 -a:ll)"dx= 2n (t-a:2)n-tda:=2n(2n-2) .. 4.2.2 ~ +1 ' f+l • _ 1 211 + 1 _ 1 · (2n+t)(2n-1) .. 5.3. ' 
folgJich. 
. + 1 ' 
·l[n"(a:2-t)0 J2 d{J) = - 2-. [!" H(»)J9. J~ 1 . 2n + 1 
Wir bedürfen endlich noeh des Werthes· von 
D 11 -l •(x2- 1)" für X = 1 ~ den wir mit h. bezeichnen 
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wollen. Da D" + 8 (x2 -1)" der Differentialgleichung [s] 
genügt, so ergiebt sich 
[n(n + t)- s(s + t)) h,- 2 (s + 1) h 8 + 1 = 0, 
also 
2~+ij n~+~ rn~ 
h, = (n- 1)(n + s + 1) hs + 1= fl(n- s) • 2' fl(s)' 
da h" """ ll(2n) ist. 
5. 
Nehmen wir auf einer mit einem Radius .... 1 be-
schriebenen KugelRäche einen bestimmten Punct p als 
Pol eines Polarcoordinatensystems, indem wir mit 8 
die Polardistanz pp, irgend eines Punctes p, der Ku-
gelfläche , mit cp den Winkel bezeichnen, den der 
Meridian pp. mit einem festen Meridian bildet, so kann 
jede Function (( 8, cp) ,von 8, cp innerhalb der Gren-
zen 0 < 8 < n, 0 < cp < 2n, als Function des Ortes 
eines Punctes p, auf dieser Kugelßäche angesehen 
werden. Es sei nun o ein beliebig begrenzter Theil 
dieser Kugelßäche, ds ein unendlich kleines Element . 
seiner Begrenzung, N die in ds nach innen errichtete 
sphärische Normale; ferner mögen Y, Z zwei Func-
lionen v.on B, cp sein, welche nebst ihren ersten par-
lieHen Derivirten innerhalb des Gebietes a endlich und 
stetig sind. Dann findet man 
jl'f J d ( . df) d ( t d f) 1 . . .f. df ~ I d8 z "" B d8 + drp z. Bin e drp f dBdrp=)Z dN'ds, 
worin das Doppelintegral linker Hand über alle W erthe 
B, cp auszudehnen ist, denen Puncte innerhalb a ent-
sprechen , während rechts die Integration sich über 
d• .... ,,, df 1e ganze negrenzung s von es erstt·eckt, und d N die 
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in der Richtung der nach innen errichteten NormaleN 
genommene Derivirte von Y bedeutet. Um sich von 
der Richtigkeit dieses Satzes zu überzeugen, braucht 
man nur an jedem der beiden Theile links eine In-
tegration auszuführen. 
Andererseits ist aber 
d ( . dY) d ( 1 dY) d9 Z 11119 d9 + dtp Z •in9 dtp = 
J d ( . dY) 1 tPY I . dZ d }' 1 dZ tl f 
z 1 d 9 "" 9 d9 + sin9 dq..Z +.nn 9 d9 d9 + iin& dtp tltp ; 
ist daher Y eine Kugelfunction n ter Ordnung, also 
d ( . "" d y) 1 tPJ' ( ) . ""' y d9 6111 "" d9 + sin6dtp2=-nn+ 1 ltnu· ' 
so erhalten wir folgenden Satz : 
. f; fldZ dl' 1 dZ'dJ't ,Ä: dl' , 
n(n + 1) JZJ'du :. d9 d9 + sin 92 dtp dtp f du= Jz dNds (I\) 
worin dd = sin e d@ drp ein unendlich kleines.Eiement 
von 6 bedeutet , und die lntegrlltionen ,links über d ~ 
rechts über die Begrenzung s von a auszudehnen 
sind. Für z = 1 erhalten wir das ßesuJtat 
~(n+ t) fr du -f!;c~s. (V) 
und diese Gleichung ist nur als eil)e Transformation 
der Fundamentalgleichung (I) anzusehen, welche sich 
umgekehrt wieder aus (V) ableiten lässt, sobald man 
für a das von zwei unendlich nahen Parallelkreisen 
( ® und ® + d®) und zwei unendlich nahen Meridianen 
(ffJ und rp + drp) begrenzte Flächenelement dtJ=sin ® d® drp 
wählt. Diese Gleichung (V) spricht aber eine, von 
dem zufällig gewählten Polarcoordinatensystem ( ®, cp) 
ganz unabhängige, geometrische Eigenschaft der Orts-
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function Y aus ; nimmt man daher ein beliebiges an-
deres Polarcoordinatensystem, d. h. einen neuen Pol p' 
und einen neuen Anfangsmeridian , und bezeichnet 
mit w die neue Polardistanz p'p, mit f/J den Winkel, 
. den der Meridian p'p, mit dem neuen Anfangsmeridian 
bildet, so muss Y, als Function der neuen Coordina-
ten ro, 1/J, der partiellen Differentialgleichung 
n(n+t)sinw.Y+!(sinw·:~)+si!w!~. 0 (VI) 
Genüge leisten. Ferner ist aus der Theorie der Trans-
formation orthogonaler Coordinaten bekannt, dass jede 
der drei Grössen 
COS @ , sin 8 COI rp , &in 8 Bill rp 
eine homogene lineare Function der drei Grössen 
cos w , sin w cos 1/J , sin w sin 1/J 
ist (und umgekehrt). Also ist Y auch eine gan11e 
rationale· Fun~tion dieser drei letzten Grössen. Wir 
sehen also, dass die ursprünglich aufgestellte Defini-
tion einer Kugelfunction ganz unabhängig ist von dem 
zu Grunde gelegten Coordinatensystem. Bezeichnen 
wir daher zur Abkürzung cos ro mit A, so findet stets 
eine Identität von folgender Form Statt : 
n 
Y = ~ (a. cos arp + {J, sin srp) si11 e" • Dn + ~(~- tt 
0 
n 
= ~ (a, i:os stp + b, sin s..p) sin ru• · Dn + 8(A.2- 1)". 
0 
6. 
Wßo benutzen die Resl}ltate des vorigen Artikels, 
um folgende Aufgabe zu lösen: Die allgemeinste 
Form einer Kugelfunction ", .. 0 r d non g 
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ll 
p = ~ (a8 CO~ Scp + ßs sin Scp) sin f18 • Dn + 8(x2- f)", 
0 
zu finden, welche auf jedem einzelnen ei-
nes Systems von Parallelkreisen von ge-
gebener Lage einen constanten Werth bat. 
Die Lage des Systems von Parallelkreisen ist 
durch die Lage des Pols p' derselben gegeben; be-
zeichnen wir die Coordinaten ®, rp von p' mit ®', rp' 
und nehmen wir p' zum Pol eines neuen Polarsystems 
ro , tP ; so ist 
cos '" = cos e cos e• + sin e sin €1' cos (cp - rp') = l.. 
Da nun die Kugelfunction P lediglich von ro, nicht 
aber von tP abhängen soll, so ist (nach der Endfor-
mel des vorigen Artikels) 
P _; Const • D" (A2 - 1)" . 
Es bleibt also noch die Aufgabe zu lösen, die 
Coefficienten "• , ß. in der Identität 
n 
o; (A2- 1)11 = ~(a. cos scp + ß. sinscp) sin e• nn~ 8(x2- 1)" 
0 
als Functionen von ®', rp' zu bestimmen. Da nun 
die linke Seite eine ganze rationale F~nction von 
A = cosw = cos e cos e• + sin e sin 8' cos (cp- rp'), 
also symmetrisch in Bezug auf ®, rp und ®', rp', und 
folglich auch in Bezug auf ®', rp' eine Kugelfunction 
n ter Ordnung ist, so sieht man voraus, dass 
n • 
D" (l-2-1 )" =~ r. sine• D'>+•(x2-1)". sin e·•. D"+'(m'2-1)". cou(rp-rp') 
0 • 
sein muss, worin r. absolute Zahlencoefficienten be-
deuten, welche allein noch zu bestimmen bleiben, 
und wo x' = co.Y ®1 gesetzt ist. 
IV. 4. 
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7. 
Statt diese Aufgabe durch die Bemerkung anzu-
greifen, dass die beiden p~rtiellen Derivirten dieser 
Kugelfunction nach @, und nach @' genommen, sich 
verhalten müssen, wie :! und :~,, wodurch man eben-
falls zum Ziele kommen wür·de, schlagen wir einen 
andern Weg ein, indem wir zunächst mit den uns zu 
Gebote stehenden Hülfsmitteln den bekannten Satz 
beweisen, dass, wenn Y = f (@, rp) eine beliebige 
Kugelfunction n ter Ordnung· bedeutet , 
fy D" (A2 - 1)" · du = ~ · 2n 11 (n) · }" 2n+1 
ist, worin die Integration links über die g·anz e Ku-
gelfläche auszudehnen, und Y'. = f ( @', rp'j ist. 
Zu dem Zwecke denken wir uns Y als Function 
von ro, tP in die Form 
n 
Y = ~ (a, cos sl/J + b, sin s'I/J) sin w' • Dn + 8(j.2- 1)" 
0 
entwickelt, und zerlegen die Kugelfläche diesen Coor-
dinaten ro, tP gernäss in unendlich klf:ine Elemente 
da = sin ro dro d'ljl, so erhalten wir 
f }' D" (j.Z ~- 1)" du =f!" (j.Z- 1)" sin <u d wfldl/1 
=f!" ~A2 --· 1)" sin w d «•·· 2:r · a • . D" (j.2- t)" 
"':; 2n a.fto:• (A2- 1)"]2 dA= 2n <\~ 1 · [2" ~l(n)J2 · a. ·. 
-1 
Setzen wir aber in der obigen Form für Y die Va-
riabele ro = 0, also .t = 1 , so wir·d Y = l ( @', rp') = 1"', 
und folglich (Art. 4.) 
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Y' = a. · [D" (l.Z- t)"J a= 1= a. h. = a •. 211 ll(n). 
\Vir erhalten daher 
fYD"(J.Z -- 1)11 da=~ • 211 ll(n) · f'; 2n+ 1 
was zu beweisen war. 
Dieser Satz bildet die Ergänzung zu dem andern 
Satze, dass, über die ganze Kugelfläche ausgedehnt, -
Jzr da=O 
ist, wenn z und Y Kugelfunctionen von verschie-
denen Ordnungen bedeuten. J>ieses folgt unmittel-
bar aus der Gleichung (IV) , wenn man bedenkt, dass 
in diesem Falle das dort stehende Integral rechts weg-
fällt, und dass das zweite Integral links symmetrisch 
in Bezug auf Y und Z ist; denn daraus folgt 
n(n+tJZYda f{ :::!+&i:~2 :: ::lda=m(m+t{zrda, 
wenn m die Ordnung der Kugelfunction Z ist. Wenn 
, nun m und 1l verschieden sind, so ergiebt sich un-
mittelbar der zuletzt aufgestellte Satz. 
8. 
Wir können nun leicht die Coefficienten r. in der 
Entwicklung von D" (.!2- 1)" in Art. 6. bestimmen, 
nach einem von Dirichlet angegebenen Verfahren. 
Setzen wir nämlich in dem er~ten Satz des vorigen 
Artikels die specielle Function 
r = cos srp • sin e• . Dn + s(x2 - 1)" I 
also 
f' = cos srp' • sin B" • Dn + s(x'2 - 1)" 1 
ein, so wird, wenn wir die Entwicklung von D" (.!2-1)". 
substitniren, die Kugelfläche, dem Polarsystem ®, rp 
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gemäss, in unendlich kleine Elemente do .... sin 8 d@ dqJ 
zerlegen , nnd die Variabeln x = co1 ® einführen , 
fYD"('A2-t)"do=r rin8'8D"+~(x'2-t)".cou '. _!:!__. II(n+s) [2" II(t~)]2 
• · rp 2n+f ll(n-s) 
für ein von NuJl verschiedenes s, während für s .... 0 
der doppelte W ertb zu nehmen ist. Da nun dies 
Resultat .mit 
2n Ii:;_ t 2" II(n) Y' = 2n ~ 1 . 2" R(n) . cos srp' . sin e•• D"+'(aJ'2- 1 )" 
identisch sein muss, so folgt, wenn s von Null ver-
schieden, -
1 ll(n-s) 
y, =- 2 · 2" ll(n) · ll(n+s) 
oagegen 
1 
Yo = F7bi · 
Folglich ist 
D" (A2 ~ 1)" = 
2 .. !(n) .i :~: :; . sin e" D"+~(x~-tt. sin 8"D""(x•2-t )". cos s(rp·rp'). 
0 
worin aber für. s = 0. das entsprechenae Glied auf 
die Hälfte zu reduciren ist; diesen Uebelstand ver-
meidet man in der Form 
D" (AZ -~ 1)" = 
+n 
_t_. ~ n (n- .t) sine' D"+>(xZ-1)". sine•• D"+~(x'L1 )". cos s(qi._rp'), 
2"17(n) ll(n + s) 
-n 
die man leicht aus der vorhergehenden ableitet. 
9. 
Zum Schluss wollen wir noch den Zusammen-
• bang der letzten Untersuchung mit gewissen Reihen-
entwicklungen bemerken. 
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Bezeichnet r die Entfernung eines Punctes, des-
sen rechtwinklige Coordinaten 
~=qcose, r;= qsinecosrp, ~=qsin@&inrp 
sind , von einem festen Puncte , so genügt bekannt-
lich die Function v = ~ der partiellen Differential-
gleichung (lJI) und folgl~ch auch der Gleichung (II). 
Nehmen wir als festen Punct einen Punct der mit 
dem Radius = 1 beschriebenen Kugelfläche , des'sen 
Coordinaten 
s' := cos @' ' r;' = sin 9' cos rp' ' ?;' = dn 9' sin q/ 
sind, so ist 
worin 
l = cos w = cos e cos 9' + sin 9 s'in 9' cos (rp -- rp'). 
Entwickelt man daher .!. in eine unendliche Reihe : 
r -
.!. = )" 1 = ~ P,. (l) · q", für f! < 1 
r 1 - 2A(> + q2 o 
worin PI\ (A.) eine rationale ganze Function von A. be-
zeichnet, so ist 
1 
- = ~ = i Pn(A) für 1> < 1 
r 1! · 2 n + 1 · " 
t' 1 - 2A ~ + (~) 0 q 
(> (> 
und P .. (A.) ist eine rationale ganze Function von cos ®, 
.9in ® cos cp, sin ® sin cp, welche der partiellen Differen-
tialgleichung (I) Genüge leistet, folglich eine Kugelfunc-
tion n'"r Ordnung ist. Da sie aber die Variabeln @, cp 
nur in der Form A. == cos ro enthält, so ist (nach Art. 6.) 
P .. (l) = Const. D"(l2 - t)" = kn D" (l2- 1)11 , 
worin nur noch die Constante k" zu bestimmen ist; 
diese ergiebt sich für A. = l ; denn man erhält 
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P,. (1) = kn · ho = 2" ll (n) · k". 
Andererseits ist P" (1) der Coefficient von f/' in der 
Kotwicklung 
also 
P 11 (1)= 1, folglich k.,= 2 .. ~(n), und· 
D" p,z- 1)" 
Pn(A.1 = 2" ll(n) 
:Mit Hülfe dieses Satzes kann man die vorletzte 
Gleichung des vorigen Artikels auch so schreiben : 
n 
P,.(A.) = 2 ~ ~(~.:.:~ • sine• n• P.,(a:). sin B'" n• P11 (a:'). cos s(rp-rp'), 
0 ' 
·worin nur das s = 0 entsprechende Glied auf die 
Hälfte zu _ reduciren ist. Ferner nimmt der Satz des 
Art. 7. die Gestalt 
f YP11 (A.) ·da=~· Y' 2n+ 1 
an, in welcher er gewöhnlich geschrieben wird. Als 
specieller Fall desselben ist bemerkenswerth 
fP,.(A.) P .. (p) .'da = 2n~: 1 · P 11 (v), 
worin 
J.. = cos w = cos@ cos B' + sin@ sin @' cos /rp -- rp') 
' p = cos w' = cos@ cos @" + sin@ sin @" cos (rp- rp") 
v = cosro" = cos@' cos @" + sin @' sin @" cos (rp'- (p") 
die Cosinus der drei Seiten eines sphärischen DreiecJ\s 
sind; dessen drei Ecken die beiden festen Puncte ( ®', ql), 
(e", rp") und der bewegliche Punct (®, rp) sind. 
[Zürich, Februar t 859.] 
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11. Ueber Kreisevolventen. 
Die Betrachtung der successiven Evolventen des 
Kreises füh1·t zu einer einfachen mechanischen Con-
struction der Glieder der Exponentialreihe, welche, 
soviel ich weiss , noch nicht bemerkt ist. Beschreibt 
man mit dem Radius r einen Kreis K 1 und wählt auf 
seiner Peripherie einen bestimmten Punct m., von 
welchem aus der (in einem bestimmten Sinne positiv 
genommene) Drehungswinkel 'P gerechnet wird, so 
ist das Stück der Peripherie von dem Puncte m. bis 
zu dem Puncte m1 , welcher dem Winkel 'P entspricht, 
Wickelt man dieses Stück ab , vom Punct m. aus, so 
beschreibt m. ein Stück m. ~ der Kreisevolvente Kz, 
welches ' 
rrp2 
m. m2 = t:2 
ist. Wickelt man abermals dies Stück ab , so dass 
die Ablösung des Fadens am Puncte m. beginnt, so 
beschreibt m. ein Stück 
rrpJ 
m.mJ =m_ 
der Evolvente K3 der Curve K'J, und so fort. Der 
Radius r und die Curvenstücke m. mt, m. m2 , m. m3 , ••• 
bilden die successiven Glieder der unendlichen Reihe, 
in welche rerp entwickelt wird. 
Der Beweis lässt sich am einfachsten durch Be-
trachtung der complexen Grössen und ihrer geome- -
trisehen Bedeutung führen , wie folgt. 
Wir betrachten die beiden reellen Functionen X 
II 
und y,. der reellen Variabell). fP, welche durch die 
Gleichung 
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. (1P-~)i · n-1 (cp-(n-t)~)i 
. IP• rrp 2 rrp 2 
x"+y., •==re + T 8 +" + 1.2.3 .. (n-t) e 
definirt sind ( i = v=:t'), als zusammengehörige recht-
winklige Coordinaten eines Punctes rn.. einer Ebene ; 
der Ort aller dieser Puncte , welche aJJen reellen 
W erthen von ffJ entsprechen , bildet eine Curve K .. ; 
für ffJ = 0 erhält man den Punet x.. = r, y.. = 0 ; 
wir wollen ihn mit mo bezeichnen und · rechnen von 
ihm atiS den Bogen s.. = mo m.. der Curve nach der 
Seite hin, welche positiven W erthen von tp entspricht, 
Nun ist für h o;: 1 : 
( 
rrph { «p-h ~) i) 
d 1.2 .. h e = 
h- 1 ( cp-h i) i . h ( rp - ( h + 1) ;) i 
= rrp e drp - .!!!!__ e dfp , 
1.2 .. (h-1} 1.2 .. h 
und 
. («J1- i) i 
d(re«JJ') = -·re drp, 
woraus sogleich- durch paarwei~e • Destruction der 
Glieder 
n -1 («J1- n ~) i 
d . d rcp 2 d Xn + \ Yn = - 1 . 2 .. (n- 1) ~ rp; 
rcpn -1dcp rrp" 
ds .. = 1 . 2 ... (n - 1 ; 611 = 1 . 2 ... n = mo m .. 
folgt ; ausserdem leuchtet ein, dass t.. = ffJ - n i die 
Neigung der Tangente im Puncte m .. ist, in dem Sinn 
genommen, nach welchem ffJ und s.. abnehmen. 
Man kann daher die erste Gleichung so schreiben 
. • «pi + t1 i t2 i e'n · 1 i 
.r11 + .'Iu 1. = 'I e -~1 e + .~~ e + · · + s n _ 1 
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oder 
x .. +y"i=x +y i+s etn-1i 
n-1 n-1 n-1 · 
wodm·ch unmittelbar ausgedrückt ist, dass die Cm·ve 
K" die Evolvente der Curve Kn-1 ist. 
Für n = _1 erhält man die Gleichungen 
Xt = 1' cos t:p , Yt = r sin t:p 
des Kreises K1 ; für n = 2 die Gleichungen 
X2 = r cos cp + rcp sin cp ; Y2 = r sin t:p - rt:p cos rp 
der Kreisevolvente K2 u. s. f. 
Ich bemerke nur noch, dass man die allgemeine 
Gleichung auch so schreiben kann 
. t:pi j - t:pi ( ..:..cpi)2 (- t:pi)n-1 l 
x" + Yn t = re \ t + -.-+ t:2"" + .. + t . 2 •.• (n -1) f 
= re!pi [e- t:pi].. 
wo der letzte Factor auf der rechten Seite die Summe 
der ersten n Glieder der Entwicklung von e-~pi bedeu-
tet. Mag tp noch so gross sein, so wird für unend-
lich wachsende W erthe von n stets lim s" = 0 , 
lim (x" + Yn i) = r, d. h. der Punct m" nähert sich 
unbegrenzt wieder dem Puncte m • . 
[Zürich , 23. Juni 1859.] 
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